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Paradoxes

Rubrique de divertissements mathématiques pour ceux qui aiment se prendre la téte

"Laboratoire d’Informatique
Fondamentale de Lille,

UMR CNRS 8022, Bat. M3

Par Jean-Paul DELAHAYE

Professeur a I’'Université Lille 1 *

Les paradoxes stimulent 'esprit et sont a 'origine de nombreux progrés mathématiques. Notre but est de vous

provoquer et de vous faire réfléchir. Si vous pensez avoir une explication des paradoxes proposés, envoyez-la moi
(faire parvenir le courrier 2 ’Espace Culture ou a 'adresse électronique delahaye @lifl.fr).

LE PARADOXE PRECEDENT : UNE TROUBLANTE
EQUATION DU SECOND DEGRE

Rappel de I’énoncé

Un théoréme important de I'algébre indique qu'une équa-
tion polynomiale de degré n (n entier = 1) a coefficients réels
possede, au plus, n solutions (réelles) : une équation de degré 1
posséde au plus une solution ; une équation de degré 2
possede au plus deux solutions, etc.

Pour I’équation ax* + bx + c= 0, si A =b*- 4ac < 0, il n’y a pas
de solution ; si A = 0, il y a une solution unique x = -b/2a, et
si A > 0, il y a deux racines qui sont :

x, = (-b+ VA)/2a x,=(-b- VA)/2a

Pourtant, voici une exception a cette regle. Considérons
trois nombres réels @, & et ¢ fixés et deux 4 deux distincts
(si vous le souhaitez, prenez 2 = 1, b = 2, ¢ = 3). Analysons
I’équation suivante :

(x-a)(x-b) L —b)(x—C)+ (x-a)x-0) _
(c-a)c-b) (@a-b(a-c) (b-a)b-0

Clest une équation de degré 2 en I'inconnue x car cest une
somme, chaque terme étant un polynéme de degré 2.

Le nombre 4 est solution de I’équation car, quand on rem-
place x par 4, le premier terme sannule, de méme que le
troisi¢me, alors que le second prend la valeur 1. Notons
qu'aucun dénominateur ne s'annule, nous respectons bien
les regles de calcul qu'impose ce genre de manipulations.

Le nombre 4 et le nombre ¢, pour des raisons analogues,
sont aussi solutions de cette équation qui possede donc trois
solutions. Puisque @, & et ¢ ont été supposés distincts, nous
avons donc une équation du degré 2 possédant 3 solutions
différentes.

Est-ce la trace d’un paradoxe au coeur de I'algebre élémen-
taire, et faut-il entreprendre le rappel des millions de livres
de mathématiques qui se trompent concernant les équations
du second degré ?

Solution

Merci a Florent Delhaye, Christian Lasou, Virginie Delsart
et Nicolas Vaneecloo qui mont fait parvenir la solution du
paradoxe.

Léquation est-elle vraiment de degré 2 ?

Calculons le coefficient de x2. Il vaut :
1 1 1

_(b-a)+(c-b)+(a-0) _

(c-a)c-b) (a-b@-o (b-ob-a) (c-a)a-bb-o)

En poursuivant des calculs du méme type, on découvre
que le coefficient de x vaut lui aussi 0, et que le coefficient
constant vaut 1. L'équation se simplifie donc en

1=1

qui posséde non seulement les solutions 4, & et ¢ mais, en
fait, une infinité de solutions puisque tout nombre réel
convient.

Quand l'inconnue n’est plus présente dans une équation,
ou bien Iégalité résultante est fausse (exemple 0 = 1) et alors
aucun x n'est solution, ou bien I’égalité est vraie (exemple
1 = 1) et alors tout x est solution.

Pas besoin, donc, de corriger les livres d’algebre : il faut sim-
plement s’assurer, avant de considérer la régle générale pour
es équations du second degré, que l'on a vraiment affaire a
les équations d d degré, que

une équation du second degré !



L'INFORMATION PARADOXALE

Il arrive que l'on pense ne pas disposer d’assez d’informations
pour résoudre un probleme, alors quen réalité tout est a no-
tre disposition. Certaines situations sont si extraordinaires
qu'elles apparaissent paradoxales. En voici un exemple.

Un homme bavarde avec le facteur sur le pas de la porte de
sa maison.

Il lui dit :

- « Clest amusant, je viens de remarquer que la somme des
ages de mes 3 filles est égale au numéro de ma maison dans
la rue. Je suis str que, si je vous apprends que le produit de
leur 4ge est 36, vous saurez me dire leur 4ge respectif ! »

Le facteur réfléchit un moment et lui répond :
- « Je suis désolé, mais je ne peux pas trouver ».

LChomme s’exclame alors :
« Ah oui ! Javais oublié de vous dire que I'ainée est blonde ! ».

Quelques secondes apres, le facteur lui donne la bonne ré-
ponse !

Aussi paradoxal que cela apparaisse, vous pouvez déduire
de cet échange I'age des filles de ’homme sur le pas de sa
porte.
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