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Les paradoxes stimulent I'esprit et sont a I'origine de nombreux progrés mathématiques.
Notre but est de vous provoquer et de vous faire réfléchir. Si vous pensez avoir une
explication des paradoxes proposés, envoyez-la moi (faire parvenir le courrier a
PEspace Culture de ’'USTL ou a I’adresse électronique delahaye@lifl.fr).

Le paradoxe précédent

Rappel de I’énoncé. Le réveil. Vous étes le sujet d’une expérience dont le protocole est le
suivant. Le dimanche soir, on vous endort et on lance une piéce de monnaie non truquée. Si la
piéce tombe sur FACE, le lendemain (lundi) on vous réveille et ['on a un entretien avec vous. Si cest PILE, le
lundli, on vous réveille, on a un entretien avec vous, puis on vous rendort, on vous soumet i un traitement
qui provoque une amnésie totale de la journée du lundi, et enfin le mardi, on vous réveille & nouveau er
l'on a un entretien avec vous. Lors des entretiens, on vous demande « quelles probabilités attribuez-vous
a4 FACE et & PILE pour le lancer de piéce du dimanche (qui est restée en place cachée sous un carton) ?».
Deux raisonnements semblent possibles. Premier raisonnement : « Je suis certain que la piece est
normale. Je n’ai aucune information en plus de celles dont je disposais le dimanche soir avant de
m’endormir. Avant de mendormir, la probabilité est 1/2 pour chaque éventualité FACE ou PILE. Donc,
quand je suis réveillé lors de 'expérience, je dois attribuer la probabilité 1/2 a chaque éventualité ».
Deuxiéme raisonnement : « Imaginons qu'on fasse 'expérience 100 fois en opérant 100 semaines
de suite. Dans environ la moitié¢ des semaines (50), je serai réveillé le lundi apres un tirage FACE. Les
autres semaines (50 environ) PILE aura été tiré et je serai réveillé le lundi et le mardi (il y aura donc
100 réveils environ). Au total, lors des 100 semaines, je serai réveillé environ 150 fois et, sur ces 150
réveils, FACE sera la bonne réponse 50 fois, et PILE sera la bonne réponse 100 fois. A chaque fois que
je suis réveillé, la probabilité que la piece lancée le dimanche soit tombée sur FACE est donc de 1/3,
et pour PILE Cest 2/3. Ma réponse est donc : 1/3 pour FACE, et 2/3 pour PILE ! ».

Quel est le bon raisonnement et quelle est précisément l'erreur dans le raisonnement faux ?

Solution. Ce paradoxe (appelé « paradoxe de la Belle au Bois Dormant ») ne semble pas avoir trouvé
de solution définitive et les partisans des deux options échangent leurs arguments aujourd’hui enco-
re sans réussir & se mettre d’accord (chercher « sleeping beauty paradox » sur internet). Cependant,
ma préférence va nettement vers la seconde solution a cause de 'argumentation suivante.

Alors que le second raisonnement semble en tout point acceptable, le premier raisonnement poutr-
rait bien étre défectueux et n'est donc pas suffisant pour conclure 1/2 pour Pile et 1/2 pour Face.
En effet, pour évaluer une probabilité ou, plus généralement, pour connaitre la valeur numérique
d’un parametre que 'on mesure, il faut prendre en compte les modifications ou déformations de la
grandeur que 'on mesure. Si, par exemple, vous mesurez la taille d'un timbre poste avec un dou-
ble-décimetre placé au-dessus d’une loupe recouvrant le timbre, la valeur que vous trouverez sera
exagérée par rapport 2 la réalité ; on parle de « l'effet de loupe ». Vous trouverez par exemple 2 cm
alors que le timbre mesure réellement 1 cm. Autre exemple de déformation, si vous voulez mesurer
« la proportion de poissons ayant une taille inférieure @ 50 cm » dans un lac, en péchant un échan-
tillon de 100 poissons avec un filet dont les mailles ont une taille de 20 cm, vous allez trouver une
valeur bien inférieure a la réalité, car votre filet laisse passer tous les poissons de moins de 20 cm.
On parle d’un « effet de filtre ».

Ici, lorsque vous vous soumettez au protocole expérimental, vous mesurez la probabilité de Pile et
de Face en examinant la piece le dimanche avant quelle soit lancée et vous trouvez 1/2 pour Pile,
1/2 pour Face. Il se trouve qu'ensuite cette propriété de la piece (pour ce qui concerne le tirage du
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dimanche soir) est soumise a une sorte d’effet de loupe qui
double vos observations de Piles (puisque, lorsque Pile est tiré,
vous l'observez le lundi et le mardi) alors que ce n'est pas le
cas lorsque Face est tiré. Comme dans le cas de la loupe — clest-
a-dire pour celui qui observe le timbre a travers la loupe — la
probabilité observée et mesurée par vous est 2/3 pour Pile et 1/3
pour Face, bien que réellement — pour celui qui ne regarde pas a tra-
vers la loupe, cest-a-dire pour celui qui nest pas pris dans le protocole
expérimental — la probabilité est de 1/2 pour Pile et de 1/2 pour Face. En
conclusion : si vous acceptez ma fagon de raisonner, lorsquon vous réveille

vous devez répondre 2/3 pour Face, 1/3 pour Pile parce que vous étes damns le pro-
tocole et donc soumis & un effet de loupe. Mais cela n'empéche pas, bien sir, que si
on soumettait la piece a un test, la piece donnerait 50% de Piles et 50% de Faces. Le
second raisonnement est bon alors que le premier confond ce qui est mesuré « sur la
loupe » avec I'objet situé sous la loupe:

Nouveau paradoxe. L’hétel paradoxal

Un hétel infini dont les chambres sont numérotées par les entiers 0, 1, 2, 3, ... est com-
plet pour la nuit.

() Arrive un client : « pas de probleme » lui répond le responsable de I'accueil « installez-
vous dans la chambre 0, je demande au client de la chambre 0 de passer dans la chambre
1, a celui de la chambre 1 de passer dans la chambre 2, etc. ». Laccueil dispose bien stir
d’un téléphone infinitaire qui permet de téléphoner simultanément a toutes les chambres
en demandant au client de la chambre n de passer en n + 1. Le nouveau client peut donc
étre accueilli, et cela sans quaucun client ne soit privé de chambre.

(8) Dix minutes plus tard arrive un car (bien str infini) de nouveaux clients qui deman-
dent a passer la nuit dans ’hétel. « Pas de probleme » répond le responsable de l'accueil au
chauffeur du car. 11 utilise son téléphone infinitaire pour demander au client de la chambre
n de passer dans la chambre 2n. Il indique alors au chauffeur du car que le voyageur numéro
i(i=0,1,2,..) deson autocar peut disposer de la chambre 2i + 1 — qui est effectivement
libre puisque toutes les chambres de numéro impair ont été libérées. Chaque nouvel arrivant
a trouvé & se caser et aucun de ceux qui occupaient ’hétel (pourtant complet avant larrivée
du car) n’a été chassé !

Cela semble étonnant, mais relisez bien les situations décrites en (a) et en (b), rien n’y est
vraiment absurde. Uinfini permet ce genre de petit miracle. Le nouveau probleme est lié a cet
hoétel infini, appelé Hétel de Hilbert en ’honneur de David Hilbert, un des plus grand mathé-
maticiens du XX siecle.

(c) Une demi-heure plus tard arrive un groupe plus important encore, car constitué d’une infi-
nité d’autocars chacun ayant a son bord une infinité de passagers.

La question est : Comment le responsable de I'accueil doit-il procéder pour résoudre le probleme
posé par cette brusque arrivée de clients (une infinité d’autocars infinis !) et offrir une chambre &
chaque nouvel arrivant sans chasser aucun de ses clients ?



