Les paradoxes sont un stimulant intellectuel qui ont t

l'origine de nombreux progr s

math matiques ou logiques, mais notre but dans cette rubrique sera uniquement de

vous provoquer et de vous faire r fl chir.

Si vous pensez avoir une explication du paradoxe que je vous propose, envoyez-la moi

(par courrier au service culture de I'USTL).

Dans le prochain num ro d'Archim de ; les meilleures solutions seront propos e€s.

Merci pour les lettres recues qui proposaient
des id es pour traiter le paradoxe du num ro
pr ¢ dent.

Comme le fait remarquer Antoine Delille, il est
ilogique que les deux personnages (Jacques
et Julie) qui gagnent chacun deux pi ces par
jour et en conomisent une, poss dent /a fin
des temps des sommes d’argent diff rentes.
Rappelons que Jacques place les deux nou-
velles pi ces sous sa pile et d pense celle du
dessus, et finit donc pard penser chague pi ce
gagn e:iln‘a donc plus rien  /a fin des femps.
Julie, elle, d pense I'une des pi ces gagn es et
met I'autre de ¢ t , et est donc infiniment riche

la fin des temps.

Pour r soudre cette apparente contradiction,
une solution consiste  dire que tout cela n'a
pas de sens, cariln’y a pas de sens consid rer
ce qui se passe la fin des temps.

Une analyse plus fine est cependant possible.
On peut en effet donner un sens ce qu’on
poss de /a fin des temps, en utilisant la notion
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de limite d’ensembles (plus pr cis ment il s’agit
de ce qu’on appelle la limite inf rieure d’en-
sembles).

Un | ment (iciune pi ce) est conserv e [afin
des femps (c’est- -dire appartient  la limite de
I'ensemble des pi ces conomis es) si  partir
d’un certain moment on est toujours rest en
sa possession. On d couvre alors que la limite
des ensembles E(n) n‘a pas n cessairement un
nombre d’ | ments (on parle de cardinal) cor-
respondant la limite du nombre des | ments
des E(n) autrement dit : lim card E(n) n’est pas
forc ment gal cardlimE(n). C’'est de pr sup-
poser inconsciemment |’ galit qui conduit la
surprise de I'histoire pr ¢ dente et au sentiment
d’une absurdit . Lasituation est un peulam me
que sinous tions tonn s que sin(Pi/6 + Pi/6) = 1
alors que sin(Pi/6) = 1/2 : il n"y a aucun paradoxe
mais |'utilisation implicite de I'id e fausse que
sin(a+b) = sin (a)+ sin(b). W



Le raisonnement math matique, s’il est men avec rigueur, ne peut conduire que de
v rit senv rit s. Pourtant, certains raisonnements, pr sentant tous les dehors d’une
rigueur irr prochable, conduisent des absurdit s. C’est un jeu, parfois difficile, que
de d couvrir ce qui cloche en eux.

Nous allons voir un exemple de raisonnement conduisant I'affirmation absurde :
tout nombre = 2 est pair.

Le raisonnement par r currence est I'un des outils le plus puissant qui soit en math matiques.
Rappelons qu‘il consiste  consid rer une propri t Pro(k) (par exemple «la somme des nombres
impairs jusqu’ 2k+1 est le carr de k+1»), d montrer Pro(1), puis Pro(k) => Pro(k+1) et en
d duire que pour tout entfier k= 1 la propri t Pro(k) est vraie.

Dans notre exemple Pro(1) est I'affirmation que «la somme des nombres impairs jusqu’ 3 est 22»
qui est vidente (car 1+3 = 4). L'implication Pro(k) => Pro(k+1) se d montre, elle, en crivant :

1+3+...+(2k+1)+(2k+3) = (k+1)%+2k+3 (on utilise Pro(k))
= (k+1)2+2(k+1)+1
= (k+1+1)?
= (k+2)2

La conclusion est donc :
pour tout entier k=1 : 1+3+...+(2k+1) = (k+1)?
(Parfois au lieu de partirde 1, on commence 0ou |'entierm;la conclusion est alors : pour tout
entier k=m : Pro(k))
Venons-en maintenant notre pi ge : nous allons montrer par r currence la propri t suivante :
Si E est un ensemble fini de nombres comprenant 2 alors E ne contient que des nombres pairs et
donc tout nombre est pair.
Raisonnons sur le nombre k d’ | ments de E. Pr cis ment, montrons par r currence que la
propri t Pro(k) est vraie pour tout k=1 :
Pro(k) : tout ensemble de k | ments contenant 2,

ne contient que des nombres pairs.

- Si k=1, c’est vrai car alors E ne contient qu’un | ment, 2, qui est pair et donc E ne contient que
des nombres pairs.
- Supposons que Pro(k) est vraie et montrons Pro(k+1).

Soit un ensemble E ayant k+1 | ments et contenant 2. Soient deux parties A et B diff rentes|'une
de I'autre, contenues dans E, chacune ayant 2 pour | ment et ayant chacune k | ments.
Puisque chacune contient k | ments dont 2, d’apr s I'hypoth se de r currence (Pro(k)),
chacune ne contient que des nombres pairs.

Leur r union, E, ne contient donc que des nombres pairs (car la r union de deux ensembles ne
contenant que des nombres pairs ne contient bien s r que des nombres pairs).

Le raisonnement parr currence est termin et donc:
Pro(k) est vraie pour tout k> 1.

Puisque tout ensemble fini contenant 2 ne contient que des nombres pairs, tout ensemble de la
forme {2,3...., n} ne contient que des nombres pairs, donc tout nombre = 2 est pair :
tout nombre =2 est pair

O estl'erreur ?
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