Multiplication rapide d’entiers utilisant des
nombres de Fermat généralisés premiers
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La multiplication d’entiers a et b de n bits est un probléme d’algorithmique
pour lequel la meilleure complexité connue a été obtenue a travers un effort de 50
ans, passant d'une complexité naive en O(n?) a O(nlogn - 4°8"") [6]. Puisqu’on
connait des algorithmes pour accélerer le produit de polynomes, une premiére
approche pour améliorer la complexité de I'algorithme naif consiste a transformer
a et b en des polynomes A et B tels que a = A(2F) et b = B(2*) pour un certain
k divisant n.

Il se trouve qu’on peut accélerer le produit de 2 polynémes d'un certain degré
N, en évaluant ces polynéomes en N points bien choisis, et en multipliant point
a point ces N évaluations. Cette observation aboutit a ’exploitation de racines
primitives de 1'unité comme e dans C et de la transformée de Fourier, car on
dispose d’un algorithme rapide pour évaluer un polynéme en des racines primitives
de T'unité, appelé Fast Fourier Transform (FFT) et dont la forme la plus connue
est celle de Cooley-Tukey [1].

Ainsi, en transformant les entiers a et b en des polynémes & coefficients dans
R = Z/(QN +1)Z, dans lequel 2 est une racine primitive 2N-éme de l'unité, on
obtient l'algorithme de Schonhage-Strassen |7|, qui fut pendant prés de 35 ans
I’algorithme de multiplication d’entiers avec la meilleure la complexité connue,
dont lestimation est O(n - logn - loglogn).

En 1989 [4], M. Fiirer émet 'idée qu’en utilisant des nombres premiers de
Fermat F,,, = 22" +1, on bénéficie d'un anneau R dans lequel la multiplication par
les racines 2™-émes primitives de I'unité sont des multiplications par des puissances
de 2, ce qui s’effectue via un décalage de bits. Bien que peu probable, si on émet
I’hypothése qu’il existe une infinité de nombres premiers de Fermat, on aboutit a
une complexité en O(n - logn - 200°8" ™) "log* n étant le nombre de fois o il faut
composer le logarithme avec n pour avoir un nombre plus petit que 1.

En 2007 [5], M. Fiirer propose d’utiliser 'anneau C[X]/(X " 4 1), dans lequel X
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a des propriétés similaires a 2 dans Z/ (Fn)Z- Cet anneau permet d’aboutir a une
complexité en O(n-logn - 20 (log” ”)), sans dépendre d’une conjecture sur la réparti-
tion des nombres premiers de Fermat. Mais on peine a réaliser une implémentation
efficace de cet algorithme, c’est-a-dire effectuer de meilleures performances que les
implémentations actuelles de ’algorithme de Schonhage-Strassen.

Peu aprés, Harvey, Van Der Hoeven, and Lecerf publient un rapport [6] dans
lequel ils proposent une analyse plus fine de I'algorithme de M. Fiirer et obtiennent
une estimation en O(n - logn - 161%™ ™) pour une version optimisée de I'algorithme
original. Ils proposent par ailleurs d’autres algorithmes dont un en O(n - logn -
4log" ) " reposant sur une conjecture sur la répartition des nombres premiers de
Mersenne.

Cet exposé présentera les travaux réalisés dans [2|, proposant un algorithme
conjecturel alternatif & celui proposé par Harvey, Van Der Hoeven, and Lecerf, et
bénéficiant d’une complexité en O(n - logn - 4°¢"™). On reprend l'idée de Fiirer
exploitant les nombres premiers de Fermat, mais en utilisant plutdét des nombres
généralisés de Fermat, pour lesquels les travaux de Gallot et Dubner [3] permettent
de conjecturer qu’on peut en trouver suffisamment pour effectuer une analyse de
complexité satisfaisante. L’avantage principal de cet algorithme est sa simplicité en
terme d’implémentation, que des travaux futurs vont chercher a mettre en ceuvre.
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