=== RENDEZ-VOUS e

LOGIQUE & CALCUL

Quand considere-t-on qu’'un théoréme
est définitivement prouve ?

Renforcer la confiance qu’on a dans la démonstration d’'un théoréme difficile
est possible. Il faudrait le faire pour le grand théoréme de Fermat.

Jean-Paul DELAHAYE

e «dernierthéoréme de Fermat »

(ou « grand théoréme de Fermat »,

ou «théoréme de Fermat-Wiles »)

affirme que sin estun entier supé-
rieur a 2, alors il nexiste pas de triplets
dentiers positifs x, y, z tels que x" +y" =z".
llest considéré comme démontré depuis 1995.
Andrew Wiles a d’ailleurs obtenu le prix Abel
en 2016 pour sa contribution déterminante
ala preuve de ce théoreme.

Peu de gens comprennent le détail de
la démonstration, dont la partie finale a été
publiée par Andrew Wiles dans la prestigieuse
revue Annals of Mathematics. Les experts
compétents sont cependant tous d’accord
pour dire qu’il n’'y a aucune faille dans le
raisonnement exposé. Depuis, plusieurs
livres ont présenté aussi complétement que
possible la démonstration. On peut avoir
confiance: la preuve d’un théoréme aussi
célebre estexaminée en détail parunearmée
de mathématiciens intransigeants. La pro-
babilité qu'il reste une erreur est infime.

Pourtant, les logiciens considérent qu'on
peut perfectionner la preuve et rendre le
résultat plus sar. Pourquoi ? Pour plus de
certitude, il faudrait disposer d’'une version
formelle compléte de la preuve, ou, ce qui
revient au méme, d’'une version écrite de la
preuve vérifiable par ordinateur. Les trés
longues preuves sont difficiles a formaliser,
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car chaque pas d’un raisonnement formel,
aussi infime ou évident soit-il, doit y étre
détaillé et se conformer a des regles fixées
une fois pour toutes. Pas question dans une
preuve formelle d’écrire «Le cas n=5 se
traite comme le cas n =3 >, ou les tradition-
nels « On vérifie aisément que... », « Laissé
en exercice au lecteur » ou « Trivial ».

Les outils informatiques d’écriture des
démonstrations formelles, nommés « assis-
tants de preuve », permettent de construire
progressivement et minutieusement ces
preuves ultimes, et réduisent donc le risque
d'erreur bien plus encore que les vérifications
humaines. Mentionnons quelques théorémes
que l'on a ainsi réussi a formaliser.

— Le théoréme des quatre carrés de
Lagrange : tout entier positif s’écrit comme
la somme de quatre carrés (par exemple,
23=9+9+4+1).

—Le théoréeme fondamental de I'algebre:
un polynéme de degré n a coefficients com-
plexes a exactement n racines (en comptant
les multiplicités de celles-ci).

—Transcendance du nombre e = exp(1)
=2,718281828459...: e nest la racine
d’aucun polyndme a coefficients entiers.

—Le premier théoreme d’incomplétude
de Godel: tout systeme formel non contra-
dictoire pour l'arithmétique ou une théorie
plus puissante permet d’exprimer des énon-
cés E qu'il ne peut pas démontrer, et dont
il ne peut pas démontrer la négation, non(E).

— Le théoréme des nombres premiers
de Hadamard et de La Vallée Poussin: la

densité des nombres premiers autour de
Ientier n est approximativement 1/In(n).

Notons aussi que les cas particuliers
du théoreme de Fermat-Wiles pourn =3 et
n=4 ont été vérifiés par la méthode des
assistants de preuve.

Reste que certaines preuves humaines
sont trop complexes encore pour qu’on ait
sulestransformer en preuves informatiques.
Cestle cas pourle grand théoreme de Fermat.
Il'y a une raison profonde a cette difficulté
de formalisation, qui est un sujet de préoc-
cupation pour les logiciens lié ala fagon dont
un résultat mathématique prend du sens.
Le programme de travail supplémentaire
qu’ils ménent surla preuve d’Andrew Wiles
est une tentative utile de limiter les hypo-
théses implicites sur lesquelles la preuve
aujourd’huiadmise s'appuie, en méme temps
d’ailleurs qu’une approche pour aboutir a
I'écriture d'une preuve formelle.

Notons que les assistants de preuve,
qu’il ne faut pas confondre avec les outils
de démonstration automatique (qui, eux,
cherchent les démonstrations) ne font
qu’aider le mathématicien : celui-ci reste
aux commandes et propose les éléments
organisant les démonstrations. Selon Wim
Hesselink, spécialiste néerlandais du sujet,
«Cesoutils ne sont presque jamais capables
de prouver seuls un théoréme. lls vérifient
la validité des arguments que les humains
leur présentent. »

Pour comprendre pourquoi travailler
a améliorer et a reformuler la preuve
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Le dernier théoréme de Fermat
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’énoncé de ce théoréme est simple: «Si n est un entier

supérieur a 2, il nexiste pas d’entiers positifs (non

nuls) x, y, z tels que x" +y"=z". Pour n=2, il existe une

infinité de tels triplets, par exemple (3, 4, 5) puisque 32+ 42=52,

On pense que Fermat disposait de la démonstration pour n=4.

Le cas n=3 a été démontré
par Leonhard Euler vers 1760. Le
cas n=5 a été prouvé par Adrien-
Marie Legendre et Johann
Dirichlet en 1825. Le théoréme a
été démontré jusqu’a n=36 par
Ernst Kummer en 1847 En 1976,
Samuel Wagstaff publia une
preuve du théoreme de Fermat
pour tous les entiers compris
entre 3 et 1 million.

L'énoncé a été formulé par
Pierre de Fermat dans une note

Elle est due, pour la partie
finale, au mathématicien
britannique Andrew Wiles qui
en présenta une premiere
version en 1993, et en compléta
certaines insuffisances en 1994
avec |'aide de Richard Taylor. Le
fait que Fermat ait écrit qu'il
disposait d'une jolie preuve du
théoréme est aujourd’hui consi-
déré comme tres probablement
dd a une erreur de sa part. C'est
principalement par les idées et

résultats d’Alexandre

Grothendieck et Pierre Deligne.

Elle est en définitive fondée sur
des systémes logiques puis-
sants mettant en ceuvre des
objets mathématiques infinis
allant bien au-dela des entiers.

Les logiciens s’interrogent
aujourd’hui sur I'utilisation de
ces objets a la fois tres abstraits
et logiquement plus risqués que
les entiers. lIs tentent de formu-
ler des preuves du théoreme de
Fermat qui n'utilisent que les
entiers (donc jamais explicite-
ment d'objets infinis).

s essaient méme de se limi-
ter a des raisonnements
simples sur ces entiers tels
qu’ils sont définis par le
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écrite dans la marge d’un livre
de Diophante, dont I'exem-
plaire est aujourd’hui perdu.
Plus de trois siécles ont été
nécessaires pour qu’une preuve
publiée soit reconnue correcte.

outils mis en ceuvre pour
démontrer le résultat qu'il est
considéré comme mathémati-
quement trés important.

La preuve repose, entre
autres, sur des méthodes et

portée.

systéme formel EFA (voir
page 83). Obtenir une preuve
du théoréme de Fermat véri-
fiable par ordinateur semble
aujourd’hui encore hors de

© Audun Braastad (www.abelprize.no)

ANDREW WILES, EN 2016

d’Andrew Wiles a un sens, revenons a la
notion de systeme formel. Les progrés de
la logique mathématique ont conduit, au
début du XX® siécle, a une situation éton-
nante et a vrai dire inattendue. On a réussi
a identifier de maniere parfaite les regles
de raisonnement mises en ceuvre en mathé-
matiques, et a les exprimer de fagon suf-
fisamment précise pour que la vérification
d’'une démonstration, dont le mathémati-
cien écrit chaque pas dans ce systéme de
regles, soit faisable mécaniquement, c’est-
a-dire sans intelligence. Aujourd’hui, bien
s(r, ce « faisable mécaniquement » renvoie
a des ordinateurs et des programmes
informatiques.

Quand on s’intéresse aux nombres
entiers, on tente de formaliser les raison-
nements dans le systeme de I'arithmétique
de Giuseppe Peano (quon notera PEANO)
qui, en particulier, permet les raisonnements
par récurrence. On envisage parfois des
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systemes plus faibles, c'est-a-dire disposant
de moins de moyens de raisonnement.

Pourtraiter densembles infinis dentiers,
de nombres réels comportant une infinité
de décimales, de fonctions continues et
d'objets plus riches encore tels que des
ensembles de fonctions ou des espaces de
dimension infinie, on envisage divers sys-
témes formels.

Le systéme le plus souvent retenu est celui
de la théorie des ensembles, formalisé
au début du XX° siécle et noté ZFC pour
«Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix ».
Il permet de manipuler directement des
objets infinis qui n'existent pas dans PEAND,
mais il est plus puissant pour une autre
raison: supposer que ZFC est non contra-
dictoire permet de démontrer que PEANO

est non contradictoire, alors que l'inverse
est impossible.

Rarement, mais cela arrive, la théorie
des ensembles usuelle ZFC n'est pas suffi-
sante. Si, par exemple, on veut parler de
toutes les fonctions, ou de tous les groupes
etraisonner globalement surleurs structures
etlesliens entre ce type de structures (cest
ce que fait la théorie des catégories), on
rencontre une ennuyeuse difficulté. En effet,
ni « ’ensemble de tous les ensembles >, ni
« ’'ensemble de toutes les fonctions », ni
« ’ensemble de tous les groupes », etc., ne
sont des ensembles au sens de ZFC, qui ne
connait que les collections d’objets mathé-
matiques de taille limitée. Exprimer les
propriétés des grandes structures et les
raisonnements qui les concernent exige
alors des systémes formels plus puissants.
On utilisera par exemple ceux qu’on obtient
a partir de ZFC en ajoutant des axiomes
affirmant l'existence densembles trés grands.
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Si ’énoncé de Fermat est indécidable, alors il est vrai !

ne question naturelle se pose a propos des énoncés

arithmétiques E tels que celui affirmant que tout

nombre pair a partir de 4 est somme de deux nombres

premiers (conjecture de Goldbach) ou I'énoncé du théoréeme

de Fermat: « Se peut-il que E soit indécidable, c'est-a-dire que

ni E ni sa négation, non(E), ne soient démontrables? »

La question, posée dans
I'absolu, n'a pas de sens. [l n’y a
pas de notion de démonstra-
tion dans I'absolu, mais seule-
ment des notions relatives a
des systemes formels comme
PEANO, ZFC ou INAC évoqués
dans l'article. Il faut donc refor-
muler la question et se deman-
der par exemple: Est-il
possible que le systeme PEANO
ne puisse démontrer ni E,
ni non(E) ? Autrement dit:

E est-il un indécidable
de PEANO?

On connait des indécidables
de PEANO (par exemple
I’énoncé qui affirme que

PEANO est non contradictoire).
La question n’est donc pas
absurde et c’est d'ailleurs cette
question qui est posée par les
recherches évoquées dans I'ar-
ticle a propos du théoreme de
Fermat. La plupart des mathé-
maticiens pensent que
I’énoncé de Fermat n'est sans
doute pas un indécidable de
PEANO, bien qu’aujourd’hui ce
ne soit pas démontré.
Cependant, si, en utilisant
par exemple les moyens de
ZFC (ou INAC), on démontrait
que I'énoncé de Fermat est
indécidable dans PEANO,
alors on disposerait

automatiquement d’'une

nouvelle preuve du théoréme
de Fermat dans la théorie qui
aurait prouvé I'indécidabilité.

En effet, PEANO a la
propriété que tous les énoncés
élémentaires du type
«3+7=10»,«23+33£53%,
«13 est un nombre premier »
sont démontrables dans
PEANO quand ils sont vrais.
PEANO ne passe a coté d’au-
cune démonstration pour des
Vérités arithmétiques aussi
élémentaires.

La preuve dans ZFC (ou dans
INAC) de I'indécidabilité dans
PEANO du théoréme de Fermat
démontrerait, pour chaque
quadruplet d’entiers n, x, y, z
avec n>2etx,y,znon nuls,
que PEANO n’établit pas
x"+y"=2" (dans le cas
contraire, PEANO fournirait un
contre-exemple a I'énoncé de
Fermat, lequel serait donc

décidable), donc que PEANO
démontrerait que x" +y" # 2"
(puisque PEANO ne manque
aucun énoncé de cette forme).
En simplifiant un peu: si
I’énoncé de Fermat est indéci-
dable, alors il est vrai.

La méme propriété est vraie
pour la conjecture de Gold-
bach. Celui qui démontrerait
qu’elle est indécidable dans
PEANO en utilisant les moyens
d’un systéme formel F, démon-
trerait du méme coup la
conjecture de Goldbach dans
le systéme F. Il ne serait donc
pas tres malin, face a la diffi-
culté qu'on a a établir la
conjecture de Goldbach, de se
mettre a rechercher la preuve
que la conjecture est indéci-
dable dans PEANO. L'indécida-
bilité de ce type d’énoncés E
dans PEANO est une affirma-
tion plus difficile a prouver
que E lui-méme.

On adoptera par exemple 'axiome des « car-
dinaux fortement inaccessibles » qui auto-
rise certaines formes d’ensemble de tous
les ensembles et autres grosses collections.
Notons INAC un tel systéme. Si 'on admet
qu’il est non contradictoire, alors on sait
démontrer que ZFC l'est aussi, alors que
l'inverse estimpossible.

Quand on passe de PEANO a ZFC puis a
INAC, on accepte I'existence d’objets de plus
en plus nombreux et gros, mais le monde
mathématique supposé devient aussi plus
difficilement contrélable, et on peut méme,
au-dela d'un certain point (qui varie selon
la sensibilité de chacun), considérer ces
mondes mathématiques surabondants
comme illusoires. Qu'il puisse exister des
entités abstraites telles que les entiers est
facile a accepter. Pour les nombres réels et
leurs décimales qui se prolongent a l'infini,
c’est un peu plus difficile, et certains phy-
siciens considérent ces nombres comme
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des fictions commodes sans contrepartie
dans le monde réel. Passer au niveau supé-
rieur avec INAC devient un peu déraisonnable,
méme si les mathématiciens réussissent
a penser et a démontrer des choses dans
ces univers follement étendus.

Ces trois points de repére, PEANO, ZFC,
INAC, ne sont que des échelons d'une série
plus riche de systémes formels envisagés
par les mathématiciens et les logiciens.

Un systeme formel décrit un ensemble de
possibilités de manipulations de formules
quidonnent a larrivée les théoremes. Il ne
faut pas qu'il permette de démontrer une
formule absurde dutype 0=1, quiseraiten
contradiction avec la formule 0 # 1 (le sys-
téme seraitalorsincohérent, «inconsistant »
ou contradictoire). En effet, dés qu'on aune
contradiction, tout devient vrai et tout devient

faux a la fois: plus rien n'a de sens. Passer
d’un systéme faible (par exemple PEANO) 3
un systéme plus puissant fait prendre des
risques, puisqu’on accroit 'ensemble des
énoncés que 'on peut démontrer.

On sait aussi que prouver qu’on ne prend
pas de risques (de rencontrer une contra-
diction qui détruirait tout) est impossible
ou nécessairementinsatisfaisant. En effet,
'une des conséquences des théorémes
d'incomplétude de Godel est que, pour
démontrer qu’un systéme est non contra-
dictoire, on doit se placer dans un systéme
plus puissant (donc plus risqué !). S'élever
dans la puissance des systemes formels
fait prendre des risques de non-sens.

Ainsi, lorsqu’on s'intéresse a des énon-
cés surles entiers, il est souhaitable de ne
pas s’aventurer a utiliser des objets infinis,
ou, ce qui revient au méme, il faut rester
sagement dans PEANO ou un systéme formel
sans infini plus faible encore.

Pour la Science - n° 475 - Mai 2017



Le travail consistant a reprendre des
preuves aux hypothéses ontologiques fortes
pour les reconstruire dans des mondes
mathématiques plus élémentaires, éven-
tuellement sans infini, est donc un objectif
raisonnable et, s'il est atteint, utile. En
mathématiques, on a d’ailleurs toujours
considéré que minimiser les hypotheses
d’'un résultat, c’est obtenir un meilleur résul-
tat et une multitude de travaux publiés dans
les revues professionnelles consistent a se
débarrasser d’hypothéses qu’on a cru un
moment nécessaires et qui se révelent
inutiles avec la nouvelle preuve.

Le célebre théoréme des nombres pre-
miers qui donne leur densité et dont on
dispose aujourd’hui de preuves formelles
a été démontré dans un premier temps en
utilisant des notions liées aux fonctions de
variables complexes qui n'entrent pas dans
PEANO. Les preuves de Jacques Hadamard
etde Charles-JeandeLaVallée Poussin (1896
ont été reprises par Paul Erdés et Atle Selberg
en 1948. lIs ont su en donner une version
dite élémentaire ; en simplifiant un peu, ils
onttransformé la preuve donnée initialement
dans ZFC en une preuve donnée dans PEANO.

Personne n’a contesté que cette formu-
lation de la preuve initiale dans un univers
réduit était mathématiquement intéressante
et Atle Selberg a obtenu une médaille Fields
en 1950 en partie grace a ce résultat. Se
préoccuper du probleme de ce qulexige
vraiment la preuve du grand théoréme de
Fermat est sans le moindre doute une authen-
tique préoccupation mathématique.

Or, et clest |a le probléme, la preuve
formulée par Andrew Wiles utilise des notions
et des résultats qui ne sont pas confinés a
l'arithmétique de PEANO. Qui plus est, certains
résultats dus en particulier a Alexandre
Grothendieck et utilisés par Andrew Wiles
ne prennent sens et n'ont été établis que
dans des systemes plus puissants que ZFC.

La démonstration publiée par Andrew
Wiles en 1995 utilise des méthodes de géo-
métrie algébrique. Cette discipline a connu
desavancées considérables grace aux travaux
de Grothendieck, mort en 2014 aprés une vie
de rebelle (voir Pour la Science n° 467, sep-
tembre 2016).0n y considére des équations
algébriques etl'ensemble de leurs solutions
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Les univers d’Alexandre Grothendieck

our formuler et démontrer le théoréme de Fermat, Andrew Wiles a utilisé des

notions mathématiques (parfois seulement implicitement, en reprenant des

résultats démontrés avant lui) qui n'ont de sens que dans une théorie logique

(un systéme formel) plus puissante que celle des entiers. La théorie logique utilisée

est méme plus puissante que la pourtant trés puissante théorie des ensembles de

Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix (ZFC), qui suffit a la plus grande partie des

mathématiques.

La théorie utilisée par
Andrew Wiles postule
I'existence des « univers
de Grothendieck », des
ensembles U munis d’'une
relation d’appartenance
«étre dans » ayant les
propriétés suivantes:

- six estdans U, et que
y est dans x, alors y est
dans U (axiome de
transitivité) ;

- six ety sontdans U,
alors la paire {x, y} est
dans U (axiome de la paire);

- six est dans U, alors
I'ensemble des sous-
ensembles de x est aussi
dans U (axiome de I'en-
semble des parties);

- six — f(x) est une fonc-
tion telle que x et
chaque f(x) sont dans U,
alors la réunion de tous
les f(x) est aussi dans U
(axiome de la réunion).

L'existence de ces
univers ne peut pas étre
démontrée en utilisant
seulement des raisonne-
ments de ZFC, il faut ajou-
ter a ZFC un axiome qui
affirme I'existence d’en-
sembles trés grands:

- plus grands que N,
I'ensemble des entiers;

- plus grands que P(N),
I'ensemble des parties
deN;

- plus grands que I'en-
semble P(P(N)) des parties
de P(N), etc.

['axiome d'existence de
cardinaux fortement inac-
cessibles INAC bien connus
des logiciens est équiva-
lent a I'existence d’univers
de Grothendieck. Cet
axiome (contrairement a
I'axiome du choix, ou a
I'hypothése du continu) a
un effet sur les démonstra-
tions concernant les
entiers: certaines proprié-
tés démontrables en I'utili-
sant et concernant
exclusivement les entiers
ne sont pas démontrables

dieck, Pierre Deligne, Gerd
Faltings) utilisent aussi
I'existence d’univers de
Grothendieck.

Il est remarquable que
la démonstration de résul-
tats dont I’énoncé est
compréhensible par tout le
monde (comme celui de
Fermat) et qui ne
concernent que les entiers
semble dépendre de I'exis-
tence d'infinis bien au-dela
de tout ce que peut imagi-
ner un étre humain (a I'ex-
ception d'un logicien!). Si

Pour comprendre
ce qui est simple, il faut
s'élever dans d'extravagants

mondes infinis

sans lui. La question de
savoir si I'énoncé du théo-
réeme de Fermat est une
telle propriété n'est pas
évidente. Peu de mathé-
maticiens envisagent que
ce théoréme exige vrai-
ment d'utiliser INAC, mais
prouver proprement qu’on
peut se passer de INAC
pour démontrer |'énoncé
de Fermat n'est pas facile.
Notons aussi qu’une partie
importante des résultats
forts de géométrie algé-
brique (dus a Grothen-

nous réussissons a prouver
ces résultats sans utiliser
ces univers extraordinaires
de Grothendieck, alors
cela se fera trés certaine-
ment en compliquant les
démonstrations et en les
rendant moins naturelles,
donc en procédant a |'op-
posé de tout ce que
Grothendieck a toujours
souhaité faire. Pour
comprendre ce qui est
simple, il faut s’élever dans
d’extravagants mondes
infinis.
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' Lagrande conjecture de Harvey Friedman

arvey Friedman est un mathématicien de I'université
d’Etat de I'Ohio, aux Etats-Unis. Aujourd’hui
a la retraite, il conserve une activité productive hors

du commun. Il est mentionné dans le Livre Guinness des records

comme ayant été, a 18 ans, le plus jeune enseignant de tous

les temps a donner un cours a I'université Stanford.

S'intéressant aux fondements
des mathématiques, il recherche
des énoncés les plus concrets
possible dont la preuve exige
I'emploi d'axiomes stipulant
I'existence de trés grands
ensembles infinis (axiomes de
grands cardinaux). Il réussit assez
bien, mais les énoncés de ce type
qu'il découvre restent abstraits et
jamais aussi simples que le théo-
réme de Fermat. Ce qu'il trouve
confirme cependant le bien-

fondé des travaux de Colin
Mclarty visant a prouver que le
théoréme de Fermat n'exige pas
d’axiomes forts sur I'infini.
Harvey Friedman semble
penser que la distinction entre
«concret et assez simple » et
«trés simple» dépend de la
nécessité d'utiliser des axiomes
affirmant I'existence de grands
ensembles. Dans le cas du théo-
réme de Fermat, il conjecture
qu'il doit pouvoir se démontrer

en utilisant des systemes
d’axiomes tres faibles n'utilisant
pas l'infini. [l a énoncé ce qu'on
nomme aujourd’hui « la grande
conjecture de Friedman », selon
laquelle tous les théorémes
d'arithmétique qui intéressent
spontanément les mathémati-
ciens (donc a I'exclusion des
résultats de logique, ou des
énoncés construits artificielle-
ment afin qu'ils exigent des
axiomes forts) sont démon-
trables en utilisant un systéme o
I'infini ne joue aucun role direct.
S'il a raison, il faudra comprendre
pourquoi ce qui intéresse les
mathématiciens reste dans un
secteur limité de complexité et
définir avec précision ce secteur.

HARVEY FRIEDMAN

point de vue ainsi: « Le défi le
plus intéressant concernant les
fondements des mathématiques
est de trouver des énoncés
portant sur les entiers et dont

la démonstration dépende

de maniére incontournable

des univers [de Grothendieck].»

Harvey Friedman exprime son

(ce sont des objets géométriques: parexemple,
Iéquationx? +y®= 1 définitun cercle), eton
raisonne globalement sur ces structures.

Malheureusement, les travaux de Gro-
thendieck sortent du cadre usuel de la théo-
rie des ensembles telle que ZFC la formalise,
carles outils que ce mathématicien de génie
a introduits et manipulés sont d’'une abs-
traction extréme qui exige par exemple qu'on
parle sans contrainte d’objets tels que la
collection de tous les groupes.

Un axiome aujourd’hui bien étudié sur
lequel s'appuie Grothendieck affirmelexistence
de ce qu'il appelle des «univers>» (voir
l'encadré page 81). Cet axiome lui permet de
manipuler dans ses démonstrations non
seulement les entiers eux-mémes, mais aussi
les ensembles d’entiers, et les ensembles de
tels ensembles d’entiers, et toute une hié-
rarchie de structures d’une abstractioninha-
bituelle en mathématiques. Cette théorie des
catégories dont Grothendieck fait un usage
systématique pour ses raisonnements ne se
trouve al'aise qu'en postulant ces «univers »
dont les logiciens savent depuis longtemps
qu'on ne peut en démontrer 'existence dans
le cadre de ZFC. En clair, puisque Andrew Wiles

82 Logique & calcul

S'appuie surces résultats postulant lexistence
des cardinaux fortement inaccessibles, sa
preuve n'ade sens que dans une théorie trés
forte qui semble étre INAC.

«Tout le monde voit que c’est Ia une
méthode précipitée et grossiére »,commente
Colin McLarty, de 'université de Cleveland.
Ce dernier est professeur de philosophie,
mais trés compétent en mathématiques et
en logique: il a régulierement publié dans
les meilleures revues de ces disciplines et
il est membre du « Grothendieck Circle » qui
travaille arendre accessible sur Internet les
travaux de Grothendieck.

Il S'est ainsi attaqué a la question : peut-on
faire baisser le niveau des hypothéses
implicites de la démonstration de Wiles ?
Dit autrement, peut-on la faire reposer sur
des formalismes plus faibles que INAC, ou
méme que ZFC?

Colin McLarty précise que « Les grands
cardinaux en tant que tels n’étaient niinté-
ressants ni problématiques pour Grothendieck
[...]. Pour lui, ils n'étaient que des moyens

Iégitimes pour accéder a quelque chose
d’autre. Il voulait organiser I'arithmétique et
ses calculs dans un monde conceptuel géo-
métrique. Il a trouvé un moyen de le faire
avec lacohomologie [une méthode algébrique
abstraite] et 'a utilisée pour concevoir des
outils de calcul qui, auparavant, avaient
échappé aux meilleurs mathématiciens ten-
tant de résoudre les conjectures de Weil
[démontrées en 1974 par Pierre Deligne en
utilisant les outils créés par Grothendieck .
Il 'a ainsi posé les bases de la géométrie
algébrique moderne. [...] Sa cohomologie
s’appuie surles univers, mais des fondements
plus faibles devraient suffire méme si y
recourir entraine la perte d'une certaine
élégance conceptuelle. [...] Il n’y a aucune
absurdité a considérer les univers inutiles
en principe, et utiles en pratique. »

Colin McLarty expose une méthode pour
construire une preuve du grand théoréme
de Fermat entiérement dans ZFC. Pour
I'essentiel, elle consiste a utiliser des théo-
ries des ensembles prudentes, comme celle
proposée par John von Neumann, Paul
Bernays et Kurt Godel (notée NBG). Ces
théories autorisent la manipulation de gros
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ensembles en ne les assimilant pas a de
simples ensembles:ily adonc deux types
de collections différentes. Bien qu’'un peu
compliquées et parfois jugées artificielles,
ces théories permettent, dans un systéme
équivalent en force a ZFC, de faire ce que
les univers de Grothendieck font. On a donc,
moyennant quelques complications, et sans
prendre les risques liés a INAC, un monde
mathématique autorisant la démonstration
du théoréme de Fermat.

Une autre méthode proposée récemment
par Colin McLarty, fondée sur I'étude de ce
qui est vraiment indispensable de ZFC pour
disposer des théories arithmétiques de Gro-
thendieck, permet en théorie de formaliser
la preuve dans un systeme d’'une force com-
prise entre celle de PEANO et celle de ZFC. Mais
ce n'est pas encore pleinement satisfaisant.
Une autre approche, esquissée par Angus
Macintyre, permettrait de démontrer le théo-
réeme de Fermat dans PEANO, soit mieux que
ce que propose McLarty. Son idée est que
les objets du monde continu utilisés dans la
démonstration peuvent étre obtenus comme
des limites d'objets définissables a partir des
entiers. Un nombre réel, par exemple, est la
limite des nombres décimaux correspondant
a ses chiffres pris progressivement: ainsi,
mestlalimite de (3;3,1; 3,14; 3,141; ...].

En procédant systématiquement par
cette méthode, on doit pouvoir ramener la
preuve d’Andrew Wiles et toutes celles
antérieures dontil a besoin dans son travail
ades mathématiques entiérement situées
dans PEANO. Il ne suffit pas de le dire, il faut
le faire et ce trés soigneusement. Angus
Macintyre a proposé quelques détails dans
un texte d’'une dizaine de pages sur la fagon
de mettre en ceuvre saméthode, et il semble
avoir convaincu plusieurs spécialistes que
cesréductions fonctionnent. Mais le travail
définitif reste a faire pour étre certain
qu’aucun obstacle inattendu ne s’interpose.

On le voit, on n’'a pas fini de travailler
surla démonstration d’Andrew Wiles et sur
les théories de Grothendieck.

Notons pour finir qu'il existe des sys-
temes plus faibles que PEANO, en particulier
le systéme EFA (pour Exponential Functional
Arithmetics), ol I'on n'autorise les raison-
nements par récurrence que pour une classe
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limitée de formules simples. Le systéme
EFA semble d’ailleurs la vraie limite pour
démontrer le théoréme de Fermat.

On sait en effet quen allant plus bas,
les systéemes qu'on définit naturellement
pour 'arithmétique ne permettent pas tous
de démontrer ce théoreme. Une autre raison
pour s'intéresser a EFA est une conjecture
proposée par un mathématicien respecté,
selon laquelle EFA suffirait pour 'essentiel
des résultats arithmétiques vraiment inté-
ressants. La « grande conjecture de Harvey
Friedman » affirme ainsi que tous les résul-
tats d'arithmétique dont on trouve la démons-
tration dans la revue Annals of Mathematics
(ouaété publiée la preuve d’Andrew Wiles)
sont démontrables dans EFA.

La formulation de cette conjecture est un
peu étrange, puisqu’elle n'envisage qu’une
classe d’énoncés définie parles publications
d’'une revue, ce quin'est pas trés mathéma-
tique et variera dans le temps quand de
nouveaux articles seront publiés. Lidée est
cependant claire: on sait, en utilisant des
méthodes logiques ou de la théorie de Ram-
sey, construire des formules d’arithmétique
non démontrables dans EFA et méme dans
PEANO, mais démontrables dans des sys-
témes plus forts. Pas question donc d'affir-
mer que tout résultat arithmétique se dé-
montre dans EFA. Cependant, la revue Annals
of Mathematics, qui est une revue de mathé-
matiques pures, ne publie pas ce type de
résultats jugés artificiels. Ce qu'elle publie
est limité au cceur des mathématiques. Et
selon la grande conjecture de Harvey Fried-
man, cela n'exige jamais plus que EFA.
Avant de savoir si Harvey Friedman a
raison et comment caractériser précisément
les choix de la revue Annals of Mathematics,
il faudra mieux comprendre les hypothéses
implicites des théories de Grothendieck, les
démonstrations comme celles d’Andrew
Wiles et la mise en forme des réductions
esquissées aujourd’hui. Ce chemin serariche
enlecgons et utile pour produire des preuves
vérifiables par ordinateur de ce domaine
mathématique qu’a I'heure actuelle on ne
sait pas formaliser explicitement. u
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