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N
ombreuses sont les dis-
ciplines mathématiques
nées de questions que
la physique posait.
Cependant, les mathé-

maticiens revendiquent une autonomie
totale et ont toujours prétendu donner des
démonstrations ne s’appuyant que sur
des axiomes choisis sans qu’il faille les
justifier par des considérations physiques
ou expérimentales. De cela, il résulte
que même si, pour l’historien, la physique
précède souvent les mathématiques, pour
le logicien c’est l’inverse : quand le mathé-
maticien écrit ses articles et ses livres, il
produit les résultats, puis, seulement
après, ceux-ci sont appliqués à tel ou tel
problème physique.

Cette conception des mathématiques
comme une science pure qui ne met pas les
mains dans le cambouis des réalités ter-
restres et se donne comme un outil théo-
rique indépendant est préjudiciable, d’abord
pour le mathématicien lui-même, ensuite
pour l’élégance de ses démonstrations et
leur communicabilité, et enfin pour la
puissance et la pertinence des intuitions.

Un livre tout juste publié de Mark Levi,
professeur de mathématiques à l’Université
d’État de Pennsylvanie, vient nous en faire
une singulière démonstration et nous inci-
tera peut-être à revoir le dogme axiomatique,
ou au moins à le tempérer. Le titre du livre
annonce la couleur : The Mathematical
Mechanic: Using Physical Reasoning to Solve

Problems (La mécanique des mathéma-
tiques : l’utilisation du raisonnement phy-
sique pour la résolution des problèmes,
Princeton University Press, 2009).

L’ouvrage recense une grande variété
de problèmes mathématiques dont la solu-
tion s’obtient par des méthodes de raison-
nements physiques. De telles démonstrations
physiques n’ont bien sûr d’intérêt que lors-
qu’elles font mieux, c’est-à-dire lorsqu’elles
sont plus simples et plus claires, que les
démonstrations « internes » aux mathéma-
tiques. C’est le cas de la plupart des exemples
retenus par l’auteur.

Plusieurs questions se posent à propos
de ces « démonstrations physiques ».

Question 1. En quoi est-ce que ce sont
des démonstrations ?

Question 2. Pourrait-on en tirer des
preuves susceptibles de satisfaire un mathé-
maticien, et est-ce souhaitable ?

Question 3. Ces preuves physiques de
résultats mathématiques sont-elles utiles ?

Avant de tenter des réponses, donnons
quelques exemples des raisonnements
physiques collectionnés par M. Levi.

Pythagore 
et l’eau qui dort
On connaît de nombreuses démonstrations
géométriques du théorème de Pythagore.
Elles procèdent souvent par découpage
et surgissent comme une évidence d’un
dessin sans qu’aucun commentaire ne soit
nécessaire. Vous trouverez aussi des
démonstrations particulièrement frap-
pantes de ce théorème procédant par des-
sins animés. Voir, sur le site du Palais de
la Découverte, http://www.palais-decou-
verte.fr/index.php?id=858

La démonstration physique que pro-
pose M. Levi est d’une autre nature et d’une
singulière beauté : elle s’appuie sur l’idée
qu’une boîte triangulaire remplie d’eau posée
sur une table... reste immobile.

Considérons une boîte de la forme du
triangle rectangle qui nous intéresse (voir
la figure 1) de côtés a, b et c, et dont on veut
montrer que a2 + b2 = c2. On remplit cette
boîte d’eau, et bien sûr, elle reste immobile
sur la table : elle ne glisse ni ne tourne !

La pression exercée sur les parois de
la boîte est équivalente à une force per-
pendiculaire à la paroi, s’exerçant au centre.
Cela est vrai des trois parois. Puisque la boîte

Quand la physique démontre 
des théorèmes mathématiques
Des raisonnements de physique permettent parfois de prouver rapidement 
des théorèmes difficiles et d’éviter de longs calculs.
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2 .  L’ a i r e  e n t r e  d e u x  c o u r b e s
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L e calcul de l’aire comprise entre les traces de deux roues
d’une bicyclette semblait bien compliqué jusqu’à ce que

l’on applique une méthode mise au point par Mamikon
Mnatsakanian alors qu’il était étudiant en Arménie. Il a mon-
tré, dans le cas de l’anneau de la figure a, que l’on pouvait
résoudre les problèmes de calcul intégral en ramenant l’ori-
gine de tous les segments tangents à la courbe intérieure
(constitution d’un « hodogramme ») et en calculant l’aire
balayée par ces segments dans le mouvement. La méthode
s’applique à l’aire entre les deux traces des roues de bicyclettes
de la figure b : l’aire balayée est égale au secteur de cercle
d’angle égal à la rotation de l’axe de la bicyclette; le rayon
du cercle est égal à la distance L entre les moyeux des roues.
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ne tourne pas autour de l’axe correspondant
au point P, c’est que les moments de ces
trois forces vis-à-vis de cet axe s’annulent
(le moment de la force F par rapport à l’axe
X est le produit de la distance du point d’ap-
pui de la force par l’intensité de la compo-
sante tangentielle de la force).

Ici il y a trois forces, chacune d’entre
elles est proportionnelle à la surface cor-
respondante, elle-même proportionnelle à
la longueur du côté du triangle concerné.
Les distances des points d’appuis (rame-
nés à des droites passant par P) sont res-
pectivement a/2, b/2 et c/2. En prenant en
compte les directions des forces (les
mêmes directions pour a et b qui s’oppo-
sent à la direction de c) le fait que les trois
forces s’annulent s’écrit :
a(a/2) + b(b/2) = c(c/2), soit a2 + b2 = c2. 

Comme l’écrit M. Levi, le théorème de
Pythagore est une conséquence de la
remarque peu intéressante au premier
abord que l’eau tranquille... reste tranquille.

Que la géométrie bénéficie de la phy-
sique n’est peut-être pas étonnant, aussi,
pour le second exemple, nous allons envi-
sager une question purement algébrique.

Moyenne électrique
Chacun sait que la moyenne arithmétique
des nombres a1, a2, ...,an est, par défini-
tion : MA = (a1 + a2 +...+ an)/n.

La moyenne harmonique (qui évite que
quelques grands nombres perturbent
trop le résultat d’une moyenne entre une
majorité de petits nombres) est, par défi-
nition, l’inverse de la moyenne (arithmé-
tique) des inverses :

MH = 1/[(1/a1 + 1/a2 +... + 1/an)/n] =
n/(1/a1 + 1/a2 +... + 1/an).

Existe-t-il une relation entre ces deux
moyennes ? La réponse est oui et le mathé-
maticien démontre que si tous les nombres
auxquels on s’intéresse sont positifs, alors
on a toujours MH � MA. Voici la « démons-
tration électrique » qu’on peut en faire.

Souvenons-nous : dans un circuit élec-
trique, la résistance de plusieurs éléments
a1, a2, ..., an mis en série est la somme
a1 + a2 + ... + an des résistances de
chacun des éléments. La résistance R de
plusieurs résistances mises en parallèle
a1, a2, ...,an est donnée par la relation
1/R = 1/a1 + 1/a2 + ... + 1/an. On sait éga-
lement que si, dans un circuit, on relie cer-
tains points par de nouveaux fils, par
exemple si on ferme certains interrup-
teurs, la résistance totale diminue. La rai-
son est que cela crée de nouveaux
chemins pour les électrons, ce qui faci-
lite la circulation et réduit donc la résis-
tance totale.

Nous avons tout en main pour compa-
rer les moyennes arithmétiques et har-
moniques. Intéressons-nous au circuit de
la figure 3 ci-dessous, en supposant que
les composants a1, a2, ..., an ont respecti-
vement pour résistance a1, a2, ..., an.

Chaque ligne a pour résistance
S = a1 + a2 + ... + an. Il y a n lignes en
parallèle, donc, quand les interrupteurs sont
ouverts, la résistance R1 entre A et B est S/n
(car 1/R1 = 1/S + 1/S + ... + 1/S). Autre-
ment dit, R1 = MA = (a1 + a2 + ... + an)/n.

Le circuit calcule la moyenne arith-
métique : si vous êtes fatigué de calculer
des moyennes à la main, construisez ce

circuit et mesurez la résistance. Le calcul
se fera tout seul !

Quand les interrupteurs sont fermés,
la résistance R2 entre A et B est celle d’un
circuit comportant en série n fois les cir-
cuits composés des résistances a1, a2, ..., an
mises en parallèle (car chaque colonne
du tableau comporte des éléments de résis-
tance a1, a2, ..., an). On a donc :
R2 = n /(1/a1 + 1/a2 +... + 1/an) = MH.

Puisque la fermeture des interrupteurs
a diminué la résistance, R2 � R1, ou encore :
MH � MA. Sans avoir fait le moindre cal-
cul, nous avons démontré que la moyenne
harmonique de n nombres positifs est tou-
jours inférieure ou égale à leur moyenne
arithmétique.

Passons maintenant à la trigonométrie.

La loi des sinus
Dans un triangle quelconque, il existe une
relation entre les longueurs des côtés et
les angles correspondants :
a/sin � = b/sin � = c/sin �. En considérant
à nouveau la physique des liquides, nous
allons démontrer cette double égalité.

On se donne un tube de section
constante, composé de trois segments, qui
a la forme du triangle étudié (voir la figure 4).
La pression PB en B et la pression PC en C
sont égales ; en soustrayant la pression
en A, on obtient donc : PB – PA = PC – PA.

Mais la différence de pression PC – PA
entre C et A est proportionnelle à la hauteur
de la colonne d’eau au-dessus de C, c’est-
à-dire à b sin �. De même, la différence
de pression PB – PA entre B et A est pro-
portionnelle à c sin�, avec bien sûr la même
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3. MOYENNES arithmétique et harmonique comparées par l’électricité. 4. LA LOI DES SINUS démontrée par l’hydrostatique.
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constante de proportionnalité (qui dépend
de la section du tube et du liquide utilisé).
Puisque ces différences sont égales, nous
avons b sin � = c sin �. Cela donne la
seconde égalité recherchée, b/sin � =
c/sin �. La première égalité se déduit de
la même façon en plaçant horizontalement
le côté AB de notre tube triangulaire.

Le centre de gravité
d’un secteur de cercle
et d’un disque

Le calcul d’un centre de gravité se fait à
l’aide d’intégrales. Parfois, cependant, une
idée physique dispense de tout calcul. Consi-
dérons par exemple le demi-périmètre d’un
cercle de rayon R supposé fait d’une tige
courbée pesant un kilogramme par mètre
(voir la figure 5). Pour une raison de symé-
trie, le centre de gravité de la tige en demi-
cercle est sur le rayon passant par le centre
du cercle support et coupant le demi-péri-
mètre en deux quarts de périmètre. La ques-
tion posée est : à quelle distance x du centre
du cercle est situé le centre de gravité
que nous recherchons ?

Pour le savoir, plaçons la tige (suppo-
sée tenue par des fils) dans la position
représentée sur la figure 5a. En faisant
légèrement tourner le demi-périmètre d’un
angle � (supposé petit), on déplace le
centre de gravité vers le haut de
x (1 – cos �), et le travail effectué est
égal à �R x (1 – cos �).

Le travail fourni pour ce déplacement
est le même que celui qu’il faut fournir pour

déplacer le petit arc de cercle de masse �R,
d’une hauteur de �R. Cela signifie que
�R x (1 – cos �) = (�R)2, d’où l’on déduit
que x = �2R/� (1 – cos �). Comme
(1 – cos �), pour les petites valeurs de �,
équivaut à �2/2, l’expression se simplifie
et donne finalement : x = 2R/�.

Le même raisonnement s’applique
quand, au lieu de considérer un demi-
périmètre, on considère un demi-disque
(voir la figure 5b). Cette fois, le travail effec-
tué lors de la montée du centre de gravité
quand on tourne le demi-disque est équi-
valent au travail à produire pour déplacer
le petit triangle déterminé par l’angle de
rotation. Ce petit triangle monte d’une hau-
teur de 2/3 �R, car le centre de gravité d’un
triangle est situé à une hauteur égale au
tiers de celle d’un triangle (les médianes
se coupent au tiers). Le résultat final est
donc le même que précédemment, multi-
plié par 2/3. Autrement dit, cette fois :
x = 4R/3�.

La chaînette
Une chaîne homogène qui pend entre deux
points fixés prend la forme d’une courbe
en U. Galilée s’y est intéressé et pensait, à
tort, que la forme de la courbe était celle
d’une parabole. À la suite d’un défi lancé par
Jacques Bernoulli en 1691, trois mathé-
maticiens trouvèrent simultanément la solu-
tion : Gottfried Leibniz, Jean Bernoulli et
Christiaan Huygens. La forme que prend la
courbe est celle définie par la fonction cosi-
nus hyperbolique ch (x) = (ex + e–x)/2, qu’on
appelle aussi chaînette.

Une question simple se pose, dont la
réponse demande a priori un calcul assez
compliqué : en tendant le point bas de la chaî-
nette, la courbe devient une réunion de deux
droites obliques ; ces deux droites ont-elles
un centre de gravité plus haut ou plus bas
que celui de la chaînette (voir la figure 6) ? 

Ne vous lancez surtout pas dans un cal-
cul, la réponse est évidente. Si la position
d’équilibre de la courbe est la chaînette,
c’est qu’elle minimise l’énergie potentielle
de la chaîne ; donc, en tirant la pointe de la
chaîne, le centre de gravité remonte. Non seu-
lement le centre de gravité est plus haut quand
vous avez obtenu les deux segments de droite,
mais pour chacune des positions intermé-
diaires prise par la chaîne quand vous opérez
la traction, les deux bouts de chaînette qui
se rejoignent au point de traction ont un centre
de gravité plus haut que celui de la chaî-
nette initiale. Remarquons aussi que Galilée,
sans connaître la vraie nature de la courbe,
pouvait répondre correctement.

Dans le problème suivant aussi, une solu-
tion mathématique traditionnelle nécessite-
rait des calculs épouvantables alors que
des considérations simples vont le résoudre.
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5. CALCULS DES POSITIONS DES CENTRES DE GRAVITÉ d’un demi-cercle et d’un demi-disque.

6. LA CHAÎNETTE et le déplacement
du centre de gravité.
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Le vélo qui tourne

Imaginons une bicyclette qui exécute un par-
cours en revenant à sa position initiale. On
suppose que la roue avant suit une trajec-
toire T1 tandis que la roue arrière suit une
trajectoire T2. Le problème est de démontrer
que l’aire délimitée par les deux trajectoiresT1
et T2 ne dépend pas des trajectoires parti-
culières suivies par la roue avant et la roue
arrière (voir la figure 2).

Il résulte de la propriété demandée que
si vous faites avec votre bicyclette le tour d’une
chaise ou de votre village, l’aire entre T1 et T2
sera la même !

La solution est que l’aire entre les deux
courbes est toujours �L2, où Lest la distance
séparant la roue avant de la roue arrière. L’axe
de la bicyclette est toujours tangent à la courbe
de la roue arrière (car la roue arrière ne pivote
pas). L’aire balayée par le segment de droiteAB
reliant le centre de la roue avant et le centre
de la roue arrière est l’aire que nous devons
évaluer. On peut imaginer que le déplacement
de ce segment AB est décomposé en dépla-
cements infinitésimaux et qu’on opère
cette décomposition en distinguant dépla-
cements dans le sens de l’axe AB et dépla-
cements laissant B fixe (rotation de AB). Les
déplacements du premier type ne balayent
aucune aire. Seuls les seconds déplacements
comptent donc pour notre problème, et glo-
balement l’aire balayée par AB lors de ces
déplacements est celle que parcourt le seg-
ment AB quand il fait un tour complet, B res-
tant fixé. L’aire recherchée est donc l’aire du
disque de rayon L, qui est �L2.

Le type de raisonnement donné dans cet
exemple est à rapprocher des raisonnements
utilisés par les physiciens pour calculer des
aires, des volumes, des attractions gravita-
tionnelles ou électriques engendrées par des
corps sphériques ou autres quand on les ima-
gine décomposés en petits morceaux (rai-
sonnements qui ont été inventés par les
mathématiciens grecs). Les mathématiciens
contemporains savent rendre ces raison-
nements conformes aux exigences de rigueur
qu’ils s’imposent. Malheureusement, cela se
fait bien souvent au prix de complications,
voire de très grosses complications, où, mal-
heureusement, l’intuition initiale se perd.

Après ces exemples pris parmi une cin-
quantaine proposés par M.Levi, revenons aux
trois questions posées initialement au sujet
des preuves « physiciennes » de résultats
mathématiques.

Question 1.En quoi est-ce que ce sont des
démonstrations ?

Les raisonnements physiques sont des
démonstrations dans le sens suivant : s’ap-
puyant sur des évidences sensibles (de
nature physique) et procédant étape par
étape, ils font passer d’un certain nombre
d’affirmations acceptées à une affirma-
tion nouvelle qui est la conclusion. Or ce
passage contrôlé d’une série d’affirma-
tions à une autre correspond à la défini-
tion même d’une démonstration. Ce n’est
pas parce que les mathématiques ont iden-
tifié certains ensembles de vérités pri-
maires, nommées axiomes ou postulats,
et qu’elles réussissent à faire assez bien
tout ce qu’elles souhaitent en se limitant
à ces vérités primaires-là, qu’on doit s’in-
terdire d’envisager d’autres ensembles
d’affirmations de base, surtout quand il
s’agit d’enseignement.

Qu’est-ce qu’une
démonstration?
Ce qui compte, c’est le chemin suivi et l’arti-
culation persuasive des propositions d’une
démonstration. Les « chemins » s’appuyant
sur les concepts et lois physiques (ou géo-
métriques) produisent une meilleure com-
préhension à ceux qui les parcourent, que
ceux parfois pénibles et inutilement difficiles
que les mathématiciens modernes retiennent
prioritairement. Il est certes intéressant de
tout enfermer dans un nombre limité de for-
malismes fixés une fois pour toutes (par
exemple celui de la théorie des ensembles qui
est puissant et assez commode), mais cela
se fait trop souvent au prix d’une moindre
clarté, et en mettant en œuvre des artifices,
dont la valeur pédagogique est médiocre. N’ou-
blions pas que la démonstration est un moyen
de communication! Les démonstrations phy-
siques constituant véritablement des démons-
trations corrigeront parfois l’abstraction et
la complication déraisonnables des démons-
trations « officielles ».

Jean-Paul DELAHAYE
est professeur à l’Université
de Lille et chercheur
au Laboratoire d’informatique
fondamentale de Lille (LIFL).
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Question 2.Pourrait-on en tirer des preuves
susceptibles de satisfaire un mathématicien,
et est-ce souhaitable ?

La réponse est sans doute oui pour
la première partie de la question, mais à
vouloir replacer dans les formalismes stan-
dards du mathématicien contemporain les
preuves de type physique (après avoir
identifié ce qui doit être pris comme
axiomes, et comme règles), on risque de
perdre une bonne part du bénéfice heu-
ristique de ces preuves et leur agré-
ment. De plus, on découvrira qu’après
« transcription », les preuves provenant
des raisonnements physiques sont deve-
nues longues et souvent sans doute
plus longues que les preuves que le mathé-
maticien a pris l’habitude de retenir. Les
preuves physiques ne sont brèves et éclai-
rantes que quand elles sont exprimées
directement dans le langage et avec les
concepts de la physique. Retraduites, elles
risquent de devenir contournées et plus
assez directes pour aider à la compré-
hension des propositions visées.

Question 3. Ces preuves physiques de
résultats mathématiques sont-elles utiles ?

Oui, de plusieurs façons. En restant plus
proches des concepts que le physicien
retient, elles aident à une meilleure per-
ception physique des situations et dispo-
sitifs concernés. Quand une figure
interprétée physiquement démontre, au
sens de M. Levi, une affirmation mathé-
matique, cela produit une clarté que ne
donne pas la réduction formaliste et axio-
matique chère au mathématicien.

Plus important peut-être : en permet-
tant une pensée directe et en construi-
sant une intuition fine et précise en prise
immédiate avec les objets physiques, les
méthodes des raisonnements physiques
aident à trouver d’autres résultats incon-
nus et à les démontrer. On peut ainsi ima-
giner des généralisations faciles (pour le
physicien) du théorème de la bicyclette
donné en exemple.

Il est plusieurs fois arrivé que les for-
malismes mathématiques soient en retard
sur les pratiques de raisonnement des phy-
siciens. Un travail important de formali-
sation a parfois été nécessaire pour

rattraper ce retard et mettre en place un
formalisme conforme aux critères de
rigueur du mathématicien. La théorie des
distributions, qui étend la notion de déri-
vée, est un exemple récent d’une telle situa-
tion, où avec une certaine peine les
mathématiciens, en l’occurrence le Russe
Serge Sobolev (1908-1989) et le Français
Laurent Schwartz (1915-2002), justifiè-
rent les raisonnements des physiciens,
mais largement après coup. L’analyse non
standard, qu’on peut voir comme la théo-
rie des raisonnements utilisant les infini-
tésimaux si chers aux physiciens, est un
autre exemple de justification tardive.

Les mathématiques ne sont pas une
doctrine définitivement fixée et fossilisée
dans quelques systèmes d’axiomes qu’on
n’a plus le droit de discuter et de revoir. Il y
a mille façons de pratiquer les parcours d’af-
firmations en affirmations que sont les
démonstrations mathématiques : accepter
leur diversité est conforme à la véritable
nature des mathématiques.

Il est sans doute dommage que dans
l’enseignement, la géométrie ait perdu ce
rôle d’exemple : une discipline où, à l’aide
de règles limitées, on déduit toutes sortes
d’affirmations nouvelles et souvent inat-
tendues, en s’appuyant sur la force imagi-
native que donne l’intuition du plan et de

l’espace dont chacun dispose avant même
d’entrer dans le cours de mathématiques.
Les méthodes de raisonnement physique
sont comparables et leur puissance mérite
d’être utilisée dans l’enseignement des
mathématiques où elles aideront les élèves
à comprendre l’intérêt général du raison-
nement rigoureux et l’agrément qu’il y a à
tirer, comme par magie, des énoncés nou-
veaux d’énoncés admis. ■

7. RÉPARTITIONS CONJECTURÉES OPTIMALES de N points dont le plus petit triangle construit
avec trois de ces points est le plus grand possible, pour N = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16.

Complément à propos
de l’article du mois précédent

Ed Pegg, mathématicien spécialiste de jeux
mathématiques, m’a signalé que les confi-
gurations présentées sur la figure 5 de l’ar-
ticle de janvier 2010 pour N = 5, N = 6 et
N = 7 et qui sont conjecturées comme celles
permettant au plus petit triangle tiré des N
points d’avoir l’aire la plus grande pos-
sible, étaient déjà connues depuis 1991 (pour
les cas N = 5 et N = 6) et depuis 2006 (pour
N = 7). Ces configurations ont été décou-
vertes lors de travaux menés sur les triangles
de Heilbronn (voir la figure 7). D’autres confi-
gurations du même type, mais placées à l’in-
térieur d’un carré ou d’un cercle, ont été
proposées (pour des précisions, voir les sites
indiqués dans « Sur le Web »).
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